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Резюме. В данной работе рассматривается вторая начально-краевая задача для линейного  

одномерного нестационарного уравнения Шредингера со специальным градиентным слагаемым 

и с измеримым ограниченным комплексным потенциалом, зависящим только от времени. При 

этом с помощью метода Галеркина  доказывается теорема о существовании и единственности 

решения рассматриваемой  второй начально-краевой задачи. 

Ключевые слова: уравнение Шредингера,  градиентное слагаемое, комплексный потенциал, 

метод Галеркина. 

 

1.Введение      

Начально-краевые задачи для линейного и нелинейного нестационарного 

уравнения  Шредингера часто возникают в квантовой механике, ядерной физике, 

нелинейной оптике и в других областях современной физики и техники и изучение этих 

задач носит как теоретические, так и практические интересы [4, 5, 13]. Начально-

краевые задачи для линейного и нелинейного нестационарного уравнений без 

специального градиентного слагаемого ранее изучены, например, в работах [7, 8, 9, 10, 

16, 17, 18] и др., а со специальным градиентным слагаемым, например, в работах  [1, 6, 

15, 20, 21, 22, 23, 24, 25,] и др. Во всех этих работах от коэффициентов уравнения 

Шредингера, зависящих от временной переменной, потребовались 

дифференцируемость по временной переменной. Следует отметить, что начально-

краевые задачи для нестационарного уравнения Шредингера без специального 

градиентного слагаемого, когда коэффициенты зависит  только от временной 

переменной и являются измеримыми ограниченными функциями ранее изучены в 

работе [17]. Однако  начально-краевые задачи для  нестационарного уравнения 

Шредингера  со специальным градиентным слагаемым, когда потенциал является 

комплекснозначной измеримой ограниченной функцией, зависящим только от 

временной переменной  почти не изучены. Поэтому изучение разрешимость  второй  

начально-краевой задачи для линейного нестационарного уравнения Шредингера со 
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специальным градиентным слагаемым, когда вещественные и мнимые части 

комплексного потенциала являются измеримыми ограниченными функциями,  

зависящими только от временной переменной представляет немалый научный и 

практический интерес.  

 

           2. Постановка задачи    

Пусть 0l  , 0T   - заданные числа,0 x l   , 0 t T  ,    0, 0, ,t Tl t     ;

  0, ,kC T B - банахово пространство функций, k -раз непрерывно дифференцируемых  

на отрезке  0,T  со значениями в банаховом пространстве B ;  0,pL l -лебегово 

пространство функций,  суммируемых по модулю на промежутке  0,l  со степенью 

1p  ;  2 0, ;L T B   банахово пространство функций, определенных и суммируемых по 

модулью с квадратом  на отрезке  0,T  со значениями в банаховом пространстве B ;

 0, ;L T B банахово пространство измеримых ограниченных на  0,T  функций со 

значениями в банаховом пространстве B ; Соболевы пространства    ,0, ,k k m

p pW l W 

1, 0, 0p k m   , определены, например, в работах [11,12, 19]. 

Рассмотрим следующую вторую начально-краевую задачу об определении 

функции  ,x t   из условий:  

                       
2

0 1 0 12
i a ia x a x v t iv t

t x x

  
  

  
     

  
   , , ,f x t x t  ,       (2.1) 

                                                                ,0 , 0, ,x x x l                                              

(2.2) 

                                 
   

 
0, ,

0, 0,
t l t

t T
x x

  
  

 
,                                      (2.2) 

где 1i   ; 0 0a  - заданное число;        1 0 1, , , ,a x a x t v t v t - измеримые ограниченные 

функции, удовлетворяющие условиям: 

 

       
   2

0 1 2 32
, ,

da x d a x
a x

dx dx
       ,  

0

0 1 2 30, , , , , 0;x l const                 (2.4) 

                                
   

 
2 0

1 1

1 4 5 62

, ,
, , , , , ,

a x t a x t
a x t x t

x x
  

 
    

 
 

                                               1 1 3 4 5 60, , 0, , , , 0a t a l t const       ;                          (2.5) 

                                             
0

0 1, 0,1, 0, , , 0s sv t b s t T b b const      ;                         (2.6) 
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   , ,x f x t - комплекснозначные функции, удовлетворяющие условиям: 

 

                                                         
   2

2

0
0, , 0

d d l
W l

dx dx

 
   ;                                    (2.7) 

                                                
   

 2,0

2

0, ,
, 0, 0,

f t f l t
f W t T

x x

 
    

 
;                        (2.8) 

Символ  
0

 означает  “ при почти всех”.  

Определение 2.1. Под решением  второй начально-краевой задачи (2.1)-(2.3) 

будем понимать функцию  ,x t   из прстранства  2,1

2W  , удовлетворяющую 

уравнению (2.1) для почти всех    ,x t  , а начальному условию (2.2)  для почти всех 

 0,x l  и краевым условиям (2.3) для почти всех  0,t T .  

 

            3. Разрешимость второй начально-краевой задачи. 

В этом разделе используя метод Галеркина будем доказывать теорему о 

существовании и единственности решения рассматриваемой второй начально-краевой 

задачи.   

Теорема 3.1. Пусть  функции        1 0 1, , , ,a x a x t v t v t ,  x ,  ,f x t  

удовлетворяют условиям (2.4)-(2.8). Тогда вторая начально-краевая задача (2.1)-(2.3) 

имеет единственное решение из пространства   2,1

2W    и для этого решения 

справедлива оценка: 

                                                     
  

    2,1 2,02
2 22

22 2

0 0,W WW l
c f 

 
  ,                                    (3.1) 

где 0 0с   не зависит от , f . 

Доказательство. Возьмем какую-либо фундаментальную в  2

2 0,W l   и 

ортонормированную в  2 0,L l систему функций   ,...2,1,  kxuu kk , например, систему 

собственных функций следующий спектральной задачи:  

                                     , 0, , 0 0LX x X x x l X X l                                    (3.2) 

при ,...2,1,  kk , где оператор L  определяется формулой:  

                                          
2

0 2
.

d
L a a x

dx
                                                             (3.3) 

Можем отметить, что спектральная задача (3.2) является  спектральной задачей,  

изученной в работе [11]. Поэтому с помощью результатов этой работы можем 

утверждать, что спектральная задача (3.2) имеет нетривиальные решения

  ,...2,1,  kxuX k при ,...2,1,  kk , образующих спектр задачи и эти решения 
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образуют базис в пространствах    1 2

2 20, , 0, ,W l W l  и справедливы условия 

ортонормированности в  2 0,L l  и ортогональности   в  1

2 0,W l ,  2

2 0,W l  в  виде:  

 
 

   
2 0,

0

, ,

l

m

k m k m kL l
u u u x u x dx       (3.4) 

где m

k  
символы Кронекера: 










,...2,1,,,0

,,1

mkmk

mk
m

k     (3.5) 

Ясно, что функции   ,...2,1, kxuk ортогональны и в следующем смысле: 

        

   
 

 
2

00,

0

, ,

l

k m
k m k m k mL l

du du
u u Lu u a a x u u dx

dx dx

 
    

 
 , , 1,2,...;m

k k k m            (3.6) 

                                      
 2

, ,k m k m L l
u u Lu Lu  2 , , 1,2,...m

k k k m   .               (3.7) 

В силу предположения   0 0a x    все собственные значения ,...2,1,  kk

вещественны, положительны и расположены в порядке возрастания:  

                         1 2 30 ... ...,k k          при k .                             (3.8) 

По методу Галеркина приближенное решение будем искать в виде: 

                
     

1

,
N

N N

k k

k

x t c t u x


 ,     (3.9) 

где     
 0,2

, , , 1,2,...,
L l

N N

k kc t t u k N  
 
определяются из условий: 

                    
  

 
  

 
 

 

 
2 2

2

10, 0,

0,

.,
., , ., , ., ,

N

N N

k k kL l L l

L l

td
i t u L t u i a t u
dt x


 

 
   

 
 

          
 

    
 

 
2 2

0 10, 0,
., , ., , ,N N

k k kL l L l
v t t u i v t t u f t      ,,0,,...,2,1 TtNk    

 

(3.10) 

                             
  0N

kc   
 0,2

,0 , , 1,2,..., .
L l

N

k ku k N                                   (3.11) 

Здесь     
 

 
 0,0, 22

, , , , , 1,2,...,
L lL l

k k k kf t f t u u k N     . Система (3.10) есть нечто 

иное, как система N  линейных обыкновенных  дифференциальных уравнений с 

переменными  коэффициентами и с правой частью  2 0,kf L T . Из теории 

обыкновенных дифференциальных уравнений известно, что задача Коши (3.10), (3.11) 

имеет единственное обобщенное решение из пространства   1

2 0,W T  (см: например,[2, 

3,14,]). 

Теперь установим оценку для решения этой задачи Коши. 

Лемма 3.1. Для решения системы (3.10), (3.11) верна оценка: 
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 2,1
2

2

2 2

1 10 0

NT TN N
N Nk

k W
k k

dc t
c t dt dt

dt



 

      

                                       
    2 2,0

2 2

2 2

0 0,W l W
c f


  ,  0,t T , ,...2,1N .                          (3.12) 

 Доказательство леммы. Умножим каждое k -ое уравнение из (3.10) на свое 

 N

kc t , полученные равенства просуммируем по k от 1 до N  и проинтегрируем по t  от 

нуля до t T . В результате, используя формулу интегрирования по частям и  условию

   0
0, 1,2,...k kdu du l

k
dx dx

   ,имеем:

  

 

       
2

2 2 2

0 1 0 1,

t

N N N
N N N N Ni a ia x a x v iv dxd

t x x

  
        



   
      
   
 
  

                                             

     , , , 0,

t

Nf x x dxd t T   


   .                                   (3.13) 

Из этого равенства вычитывая его комплексное сопряжение и в полученном 

равенстве используя дифференцируемость функций  1 ,a x t   получим справедливость 

равенства:  

                                          

  2 2

1 ,

t t

N Ndxd a x dxd
t x
    

 

 
 

    

             

  2
1 ,

t

Na x
dxd

x


 






      
2

12 2 Im , 0,

t

N Nv dxd f dxd t T



    
 

     .    (3.14) 

Ввиду того, что функция  1 ,a x t   удовлетворяют однородным граничным 

условиям      1 10, , 0, 0,a t a l t t T   , второе слагаемое равняется нулю. С учетом 

этого и условий на коэффициенты уравнения из равенства (3.14) нетрудно получить 

справедливость неравенства: 

  
 

 2

2

0,
.,N

L l
t   

 2

2

0,
.,0N

L l


 




2

2L
f    

 2

2

5 1 0,
0

2 1 .,

t

N

L l
b d      ,  0, .t T   (3.15) 

Используя формулу  (3.9) можем написать следующее соотношение: 

                                    
 

 
 

 22

2 2 2 2

0,0,
1 1

,0 0 .
N

N N

k k L lL l
k k

c  


 

                                 (3.16) 

С помощью этого соотношения из (3.15)  получим справедливость неравенства: 

            
 

 2

2

0,
.,N

L l
t 

 2

2

0,L l


 




2

2L
f

 

   
 2

2

5 1 0,
0

2 1 .,

t

N

L l
b d      ,  0, .t T   

С помощью этого неравенства и леммы Гронуолла нетрудно получить 

справедливость оценки: 
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 2

2

0,
.,N

L l
t 

    
2 2

2 2

2 0,L l L
c f


 ,  0,t T  .                        (3.17) 

Теперь оценим 
N

x




. С этой целью и умножим k -ое уравнение системы (3.10) на свое

 N

k kc t , а потом полученные уравнения просуммируем по k   от 1 до N . Тогда, 

полученное равенство проинтегрируя по интервалу  0,t  имеем: 

                               

 
2

1 ,

t

N N
N N Ni L L ia x L dxd

t x

 
    



  
   

  
  

      0 1

t

N N N Nv L iv L dxd      


        , , , 0,

t

Nf x L x dxd t T   


  .     (3.18) 

Из этого равенства вычитывая его комплексное сопряжение, имеем: 

               1 ,

t

N N N N
N N N Ni L L ia x L L dxd

t t x x

   
     



       
       

       
  

                           0 1

t

N N N N N N N Nv L L iv L L dxd          


      

                          

          , , , , , 0,

t

N Nf x L x f x L x dxd t T      


    .               (3.19) 

Используя формулу (3.3) для оператора L  и формулу интегрирования по частям, а 

также граничные условия 
   0

0k kdu du l

dx dx
    имеем: 

        
2

0 2

t

N N
Ni a a x dxd

t x

 
 



   
    

   
  

2

0

t

N N N
Ni a a x dxd

t x x t

  
 



   
 

    
 ,  (3.20) 

                1 ,

t

N
Nia x L dxd

x


  






    
2

1 0 2
,

t

N N
Nia x a a x dxd

x x

 
  



   
    

   
  

                         
2

0 1 12
, ,

t t

N N N
Nia a x dxd ia x a x dxd

x x x

  
    

 

  
  

    ,                 (3.21) 

                                              0 1

t

N N N Nv L iv L dxd      


       

                     
2 2

0 0 1 02 2

t

N N
N N N Nv a a x iv a a x dxd

x x

 
      



     
          

     
  

                                           
2

2

0 0 0

t

N
Na v v a x dxd

x


   



 
   
 
 
  

                                            
2

2

0 1 1

t

N
Nia v iv a x dxd

x


   



 
  
 
 
 ,                         (3.22) 
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2

0 2

,
, , , ,

t t

N

N Nx
f x L x dxd f x a a x x dxd

x

 
       

 

 
    

 
   

                    
   

       0

, ,
, , , 0,

t

N

N
f x x

a a x f x x dxd t T
x x

  
   



  
    

  
 .        (3.23) 

C учетом этих равенств (3.20)-(3.23) из равенства (3.19) получим справедливость 

следующего равенства: 

             
2 2

0

t

N N N N

i a dxd
t x x t x x

   




    
  

      
  

t

N N
N Ni a x dxd

t t

 
  



  
  

  
  

 
2 2

0 1 2 2
,

t

N N N N

i a a x dxd
x x x x

   
 



    
   

    
    1 ,

t

N N
N Ni a x a x dxd

x x

 
   



  
  

  
  

     
2

2

0 1 12

t

N
Ni a v v a x dxd

x


   



 
   
 
 


   
0

, ,
2 Im

t

Nf x x
i a dxd

x x

  




  
 

  
  

                                           2 Im , , , 0,

t

Ni a x f x x dxd t T   


   .                        (3.24) 

Отсюда нетрудно получить следующее равенство: 

                                    

2

0

t

N

a dxd
t x






 


   
2

t

Na x dxd
t
 






   

                        
 

2 2

1

0 1 0

,
,

t t

N Na x
a a x dxd a dxd

x x x x

 
  

 

    
   
    
 

   

                            
2 2

1 1, ,

t t

N Na x a x dxd a x a x dxd
x x

     
 

 
  

    

           
2

2

0 1 12

t

N
Na v v a x dxd

x


   



 
   
 
 
  

   
0

, ,
2 Im

t

Nf x x
a dxd

x x

  




  
 

  
  

                                             2 Im , , , 0,

t

Na x f x x dxd t T   


   .   

В силу условий      1 10, , 0, 0,a t a l t t T   третье и пятое слагаемые левой 

части этого равенства равняются нулю. С учетом этого и c помощью условий на 

коэффициенты уравнения, а также неравенства Коши-Буняковского из этого равенства 

нетрудно получить справедливость  следующего неравенства:  

             
 

 

 
 

 

 

 
 2 2

2 2

2 2

2 2

0 0 0 10, 0,

0, 0,

., .,0
., .,0

N N

N N

L l L l

L l L l

t
a t a

x x

 
   

 
   

 
  

            
2

0 5 12 1

t

N

a b dxd
x


 




   

  
2

2 4 1 5 1 1 12

t

Nb dxd       
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2

0

,

t

f x
a dxd

x







 

    
2

1 , , 0,

t

f x dxd t T  


  .                       (3.25) 

C помощью формулы (3.9) нетрудно установить справедливость неравенства: 

                                                    

 

 2

2

0,

.,0N

L l
x



  1
2

2

3 0,
.

W l
c 

                                         

(3.26) 

В силу этого неравенства и соотношения (3.16), а также оценки (3.17) из неравенства 

(3.25) получим справедливость неравенства: 

             
 

 
      

 

 1 1,0
2 2

2 2

2 2

2 2

4 50,

00, 0,

., .,
, 0,

N Nt

W l W

L l L l

t
с f c d t T

x x

  
 



 
    

  .   (3.27) 

Отсюда с помощью леммы Гронуолла получим справедливость следующей 

оценки:  

                               
 

 
      1 1,0

2 2

2

2

2 2

6 0,

0,

.,
, 0,

N

W l W

L l

t
с f t T

x







   


.                        (3.28) 

Теперь оценим 
2

2

N

x




. С этой целью и умножим k -ое уравнение системы (3.10) 

на свое  2 N

k kc t , а потом полученные уравнения просуммируем по k   от 1 до N . Тогда, 

используя равенство k k kLu u  с помощью формулы интегрирования по частям 

преобразуя каждый интеграл полученного равенства имеем следующее равенство:                          

                              
1 10 0

, ,

l lN N
N N N N

k k k k k k

k k

i L x t u x dx c t L L x t u x dx c t
t

   
 


 


    

           
 

           1 0

1 10 0

,
, ,

Nl lN N
N N N

k k k k k k

k k

x t
i L a x t u x dx c t v t L x t u x dx c t

x


  

 

 
   

 
    

                                       1

1 10 0

, ,

l lN N
N N N

k k k k k k

k k

i v t L x t u x dx c t Lf x t u x dx c t  
 

    . 

В этом равенстве опять используя равенство k k kLu u  и формулу (3.9) после 

интегрирования по t  от нуля до t T  получим справедливость равенства: 

                      1 ,

t t t

N
N N N N Ni L L dxd L L L dxd i L a x L dxd

t x


        

  

  
   

  
    

         
2 2

0 1 , , , 0,

t t t

N N Nv L dxd i v L dxd Lf x L x dxd t T         
  

       .     (3.29) 

Теперь в этом равенстве преобразуем второе и третье слагаемые левой части. С 

помощью формулы: 

                                                 0 2

N N NL L a L a x L
x

  


  


                                   (3.30) 
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и формулы интегрирования по частям можем написать следующее равенство: 

         
t

N NL L L dxd  


      
2

2

0 , 0,

t t

N Na L dxd a x L dxd t T
x

   
 


  

  .       (3.31) 

Для преобразования третьего слагаемого левой части равенства (3.29) сначала 

преобразуем под интегральное выражение  1 ,
N

L a x t
x

 
 

 
. C помощью формулы 

оператора L  имеем:  

          
2

1 0 1 12
, , ,

N N N

L a x t a a x t a x a x t
x x x x

        
      

      

 2

1

0 2

, Na x t
a

x x

 
 

 
 

      
 

 
 1

1

,
2 ,N Na x t da x

a x a x t
x dx

 


  


 
   1

1

,
2 ,N Na x t

L a x t L
x x

 
 


 

.           (3.32) 

Тогда с помощью формул (3.31) и (3.32) равенство (3.29) можем написать в виде: 

                    
t

N Ni L L dxd
t

  





    
2

2

0

t t

N Na L dxd a x L dxd
x

   
 


 

   

      
 

 
 

 
 2

1 1

0 12

, ,
2 ,

t t

N
N N N

a x a x t da x
i a L dxd i a x a x t L dxd

x x x dx

 
    

 

  
    

   
   

                           
 

   
2

1

1

,
2 ,

t t

N N N
a x

i L dxd i a x L L dxd
x x


     

 

 
  

    

             
2 2

0 1 , , , 0,

t t t

N N Nv L dxd i v L dxd Lf x L x dxd t T         
  

       . (3.33) 

Вычитывая из этого равенства его комплексное сопряжение имеем: 

                                          
t

N N N Ni L L L L dxd
t t

    


  
  

  
    

            
 

     
2

1

1

,
4 ,

t t

N N N N Na x
i L dxd i a x L L L L dxd

x x x


       

 

   
    

   
   

                                  
 2

1

0 2

,

t

N N
N Na x

i a L L dxd
x x x

  
  



   
   

   
  

                           
 

 
 

 1

1

,
2 ,

t

N N N Na x t da x
i a x a x t L L dxd

x dx
    



 
    

 
  

                           
2

12 2 Im , , , 0,

t t

N Ni v L dxd i Lf x L x dxd t T      
 

     .         (3.34) 

Теперь в этом равенстве преобразуем третье слагаемое левой части. Ясно, что 

имеет место равенство: 

                        2

1 1, ,

t t

N N N N Ni a x L L L L dxd i a x L dxd
x x x
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  2

1 ,

t

Na x
i L dxd

x


 






 .                                       (3.35) 

Если учесть это равенство в левой части равенства (3.34), то оттуда в силу условий 

     1 10, , 0, 0,a t a l t t T     получим справедливость равенства: 

                                              
2 2

0 0

, ,0

l l

N NL x t dx L x dx      

                      
  2

1 ,
3

t

Na x
L dxd

x


 







 2

1

0 2

,
2 Re

t

N
Na x

a L dxd
x x

 
 



  
  

  
  

                           
 

 
 

 1

1

,
2 2 , Re

t

N Na x t da x
a x a x t L dxd

x dx
  



 
   

 
  

                           
2

12 2 Im , , , 0,

t t

N Nv L dxd Lf x L x dxd t T      
 

     .            (3.36) 

Используя формулу      
1

,0 0
N

N N

k k

k

L x c Lu x


  и условие  (3.11) имеем: 

                                   
1 1 1

,0 0
N N N

N N

k k k k k k k

k k k

L x c Lu x Lu x u x   
  

     .                  (3.37) 

С другой стороны можем написать следующее равенство: 

                                
1 1 10 0

l lN N N

k k k k k k k k

k k k

u x u d u x x Lu d u x          
  

     . 

С помощью формулы  интегрирования по частям имеем: 

                                            
1 1 0

lN N

k k k k k

k k

u x L x u d u x     
 

  .                                 

Учитывая это равенство в равенстве (3.37) получим следующее равенство: 

                          ,0NL x            
1 10

lN N

k k kk
k k

L x u d u x L u x    
 

                       (3.38) 

В силу этой формулы нетрудно установить справедливость соотношения: 

                          
 

 
   

 22

2 22 2

0,0,
1 1

,0 .
N

N

k k L lL l
k k

L L L L   


 

      

Из этого соотношения и вида оператора L  можем установить справедливость 

неравенства:  

                                                        
   2

22

2 2

7 0,0,
,0N

W lL l
L с   .                                       (3.39) 

C учетем этого соотношения из равенства (3.36) можем получить справедливость 

неравенства: 

                                                       
   2

22

2 2

7 0,0,
,N

W lL l
L t с     
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  2

1 ,
3

t

Na x
L dxd

x


 




 


 2

1

0 2

,
2

t

N
Na x

a L dxd
x x

 
 



 


   

                                  
 

 
 1

1

,
2 2 ,

t

N Na x t da x
a x a x t L dxd

x dx
  



 
     
  

                                 
2

12 2 , , , 0,

t t

N Nv L dxd Lf x L x dxd t T      
 

     .          (3.40) 

Используя условия на коэффициенты уравнения и применяя неравенство Коши-

Буняковского из этого неравенства с помощью оценок (3.17), (3.28) и неравенства:  

                                                            
   2,0

2 2

2 2

8L W
Lf с f

 
                                               (3.41) 

имеем: 

            
      2 2,0

2 22

2 2 2

9 0,0,
,N

W l WL l
L t с f 


     

 
 

2

2

10 0,
0

., , 0,

t

N

L l
c L d t T     . 

C помощью леммы Гронуолла из этого неравенства получим справедливость оценки: 

                                   
        2 2,0

2 22

2 2 2

11 0,0,
, , 0,N

W l WL l
L t с f t T 


     .                      (3.42) 

Используя формулу для оператора L имеем: 

                                  
 2 0,

(., )N

L l
L t

 
 

2

2

2

0 2 (0, )

(0, )

.,
. (., )

N

N

L l

L l

t
a a t

x





 


 .             

Отсюда получим справедливость неравенства: 

                               
 

 
2 2

2

2

0 12 (0, ) (0, )

(0, )

.,
., (., )

N

N N

L l L l

L l

t
a L t t

x


  


 


. 

Из этого неравенства в силу оценок (3.17) и (3.42) имеем: 

                                    
 

 2

2
2

2

0,

.,N

L l

t

x




       2 2,0
2 2

2 2

12 0,
, 0,

W l W
с f t T


   .                 (3.43) 

Суммируя (3.17), (3.28) и (3.43) получим справедливость следующей оценки: 

                                  2
2

2

(0, )
.,N

W l
t 

      2 2,0
2 2

2 2

13 0,
, 0,

W l W
с f t T


   .                        (3.44) 

Теперь оценим 
N

t




. С этой целью каждое k -ое уравнение  системы (3.10) на свое 

 N

kdc t

dt
 и все полученные равенства просуммируем по 1k  до Nk  . Тогда 

полученное уравнение интегрируя по интервалу  0,T имеем: 

               

   
2

2

0 12
,

N N N N N
Ni a ia x t a x dxdt

t x t x t t
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   0 1

N N
N Nv t iv t dxdt

t t

 
 



  
  

  


N

f dxdt
t








 . 

Отсюда можем написать следующее равенство: 

                                                           

2
N

dxdt
t








  

                   
2

0 1 0 12
, ,

N N N
N N Ni a ia x t a x v t iv t f x t dxdt

x x t

  
  



   
        

   
  

Из этого равенства с помощью неравенства Коши-Буняковского и  оценки (3.44) 

получим справедливость следующей оценки: 

                                       

 2

2

14

N

L

c
t








     2 2,0
2 2

2 2

0,W l W
f


 .                                         (3.45) 

Интегрируя обе части оценки (3.44) по t  по интервалу  0,T  и полученную оценку 

суммируя с оценкой (3.45) получим следующую оценку: 

                                  
 2,1

2

2

15

N

W
c




    2 2,0
2 2

2 2

0,W l W
f


 , 1,2,...N  ,                            (3.46) 

где 15 0с  постоянная не зависит от N . Используя эту оценку с выбором 0 15с c  

нетрудно доказать утверждение леммы. Лемма 3.1 доказана. 

Теперь продолжим доказательство теоремы. Благодаря оценке (3.46) из 

последовательности   ,N x t  можем выделить под последовательность   ,mN
x t , 

которая сходится к функции  ,x t  слабо в пространстве  2,1

2W  . Покажем, что эта 

предельная функция  ,x t

  

является решением редуцированной задачи  (2.1)-(2.3)  в 

смысле определения 2.1. С этой целью сначала докажем, что эта функция 

удовлетворяет уравнению (2.1) для почти всех  ,x t  .  Поэтому при mN N
 

уравнение из (3.10) умножим на произвольную функцию  k t , где  k t  есть k - й 

коэффициент Фурье произвольной функции  ,x t  из пространства  2 ,L   то есть 

    
 2 0,

., ,k k L l
t t u  . Полученные уравнения складываем по k  от 1k   до mN N   и 

результат проинтегрируем в пределах от нуля до T . Тогда получим: 

                                      
2

0 12
,

m m m

m

N N N
N

i a a x t a x
t x x

  




   
   

  
  

                                           0 1 , , 0m mN N Nv t iv t f x t x t dxdt  


                           (3.47)    
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для любой функции      
1

,
N

N

k k k

k

x t t u x 






 , mN N  . Учитывая слабую сходимость 

под последовательности   ,mN
x t к функции  ,x t  в пространстве  2,1

2W   и 

переходя к пределу по , 1,2,...mN m   в интегральном тождестве (3.47) получим 

справедливость следующего интегрального тождества: 

         
2

0 12
,i a a x t a x

t x x

  




   
   

  
        0 1 , , 0Nv t iv t f x t x t dxdt   

      

для любой функции      
1

,
N

N

k k k

k

x t t u x 






 . В виду того, что       
1

,
N

N

k k k

k

x t t u x 






  

является частичной суммой ряда        
1

, k k

k

x t t u x 




 , при N  частичная сумма  

 ,N

k x t


 сходится к функции    ,x t  в  2L  . Тогда с учетом этого если переходить к 

пределу в последнем тождестве, то получим того, что предельная функция  ,x t  

удовлетворяет следующему интегральному тождеству: 

      
2

0 12
,i a a x t a x

t x x

  




   
   

  
        0 1 , , 0v t iv t f x t x t dxdt      (3.48) 

для любой функции  ,x t   из пространства  2L  . Отсюда заключаем, что 

предельная функция   ,x t  из пространства  2,1

2W  удовлетворяет уравнению (2.1) 

для почти всех  ,x t  . Теперь покажем, что эта функция  ,x t  из пространства 

 2,1

2W   удовлетворяет начальному условию (2.2) для почти всех  0,x l , то есть 

условию      
0

,0 , 0,x x x l    . В силу теорем компактного вложения пространства  

 2,1

2W   в пространство     0

20, , 0,С T L l можем написать следующее  соотношение: 

                                                
    

   
 2 0,

., ., 0mN

L l
t t                                            (3.49) 

равномерно относительно  0,t T  при m . Кроме того, можем написать 

следующее неравенство: 

                         
 

   
 

 
 2 2 2

0, 0, 0,
.,0 .,0 .,0 .,0m mN N

L l L l L l
          .              (3.50) 

Используя предельное соотношение (3.49) при 0t    получаем, что первое слагаемое в 

правой части этого неравенства при m  стремится к нулю. Поэтому  покажем, что и 

второе слагаемое в правой части этого неравенства при mтакже стремится к нулю.  

Используя формулу (3.9) имеем:  

                                           
1 1

,0 0
m m

m m m

N N
N N N

k k k k

k k

x c u x u x x  
 

    .  
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Ввиду того, что  mN
x  является частичной суммой ряда Фурье для функции  x   

из пространства  2

2 0,W l , удовлетворяющей условиям 
   0

0
d d l

dx dx

 
  . C учетом 

этого  если переходить к пределу во втором слагаемом правой части неравенства (3.50), 

то при mполучим, что оно стремится к нулю, то есть имеет место предельное 

соотношение: 

                                            
 2 0,

.,0 0mN

L l
    при m .                                      (3.51) 

Таким образом, с учетом этого предельного соотношения и предельного соотношения 

(3.49) при  0t   если переходить к пределу в обеих частях неравенства (3.50), то  при  

m  получим справедливость соотношения:  

                                                                
 2 0,

.,0 0
L l

   .  

Из этого соотношения получаем, что предельная функция   ,x t  удовлетворяет 

условию начальному условию из (2.2), то есть      
0

,0 , 0,x x x l    . Наконец, 

докажем, что предельная функция  ,x t  удовлетворяет краевым условиям  (2.3). 

Известно из работы [12], что для элементов под последовательности   ,mN
x t в силу 

теоремы о следах имеет место соотношения: 

                                                
   

 2

0,. ,.
, 0, , 1,2,...

m mN N
l

L T m
x x

  
 

 
.                     (3.52) 

В силу свойства сходимости под последовательности   ,mN
x t из пространства 

 2,1

2W   получим справедливость предельных соотношений: при m  

                                                
   0,. 0,.ьN

x x

  


 
слабо в  2 0,L T ,                            (3.53) 

                                                 
   ,. ,.ьN
l l

x x

  


 
слабо в  2 0,L T .                            (3.54) 

С другой стороны, для элементов под последовательности   ,mN
x t  имеет место 

следующие  равенства  

                                               
 

 
 

1

,
, 0,

m m

m

N N
N k

k

k

s t du s
c t s l

x dx






 


  . 

Из этих равенств в силу условий 
   0

0k kdu du l

dx dx
   получим справедливость 

следующих соотношений: 

                                                          
   0, ,

0
ь ьN N

t l t

x x

  
 

 
                                     (3.55) 
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Для  2 0,L T   можем написать следующие равенства: 

      
 

 
   

 
0 0

, , ,pNT Ts t s t s t
t dt t dt

x x x

  
 

   
   

    
 

 
 

0

,
, 0,

pNT s t
t dt s l

x







 .    (3.56) 

Тогда с учетом соотношений (3.56) и предельных соотношений (3.53), (3.54) если 

переходить к пределу в обеих  частях равенств (3.51), то оттуда при mдля любой 

функции  2 0,L T получим справедливость соотношений: 

                                                  
 

 
0

,
0, 0,

T s t
t dt s l

x





 

 . 

Из этих соотношений получим, что предельная функция   ,x t  удовлетворяет 

краевым  условиям (2.3) для почти всех  0,t T , то есть имеет место: 

                                             
   

 
00, ,

0, 0,
t l t

t T
x x

  
   

 
.                 

Таким образом, нами доказано, что предельная функция  ,x t  является решением 

начально-краевой задачи (2.1)-(2.3) и это решение принадлежит пространству  2,1

2W    

и для этого решения справедлива оценка (3.1), которая непосредственно  следует из 

оценки (3.12) после перехода к нижнему пределу  по слабо сходящейся под 

последовательности    ,mN
x t  из   2,1

2W   к функции  ,x t . Непосредственно из 

оценки (3.1) следует единственность решения начально-краевой задачи  (2.1)-(2.3). 

Теорема 3.1 доказана.  

 Замечание 3.1. Аналогично доказывается теорема о существовании и 

единственности решения первой начально-краевой задачи для линейного 

нестационарного уравнения Шредингера со специальным градиентным слагаемым, 

когда вещественные и мнимые части комплексного потенциала являются измеримыми 

ограниченными функциями,  зависящими только от временной переменной, из 

пространства  
2,10

2W  . 
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XÜSUSİ QRADİYENT TOPLANANLI VƏ ZAMANDAN ASILI OLAN ÖLÇÜLƏBİLƏN 

MƏHDUD KOMPLEKS POTENSİALLI ŞREDİNGER TƏNLİYİ ÜÇÜN İKİNCİ BAŞLANĞIC 

SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 

 

Qabil Yaqub 

Natiq İbrahimov 

Nizami Süleymanov 

Kafkas Universiteti, Qars, Türkiyə 

Lənkəran Dövlət Universiteti, Lənkəran, Azərbaycan 

Bakı Dövlət Universiteti, Bakı, Azərbaycan 

 

Biz bu məqalədə xüsusi qradiyentli toplanana malik və yalnız zamandan asılı olan ölçülə bilən məhdud 

kompleks potensiallı xətti birölçülü qeyri-stasionar Şredinger tənliyi üçün ikinci başlanğıc-sərhəd 

məsələsini nəzərdən keçiririk. Eyni zamanda Qalerkin üsulundan istifadə etməklə baxılan ikinci 

başlanğıc sərhəd məsələsinin həllinin mövcudluğu və yeganəliyi haqqında teorem isbat edilir. 

Açar sözlər: Şredinger tənliyi, qradiyentli toplanan, kompleks potensiallı, Qalerkin üsulu. 
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In this paper, we consider the second initial-boundary value problem for a linear one-dimensional 

unsteady Schrodinger equation with a special gradient term and with a measurable limited complex 

potential that depends only on time. At the same time, using the Galerkin method, the theorem on the 

existence and uniqueness of the solution of the second initial boundary value problem under 

consideration is proved. 

Key words: Schrodinger equation, gradient term, complex potential, Galerkin method.  
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